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Zusammenfassung

Dieser Beitrag stellt ein Entwurfsverfahren vor, das zwei wesentliche Forderungen an einen
Regelkreis beriicksichtigt: Robustheit und die Einhaltung von (harten) Stellgrofienbeschriin-
kungen. Das Entwurfsverfahren basiert auf der Ho, Loop-shaping Prozedur von McFarlane &
Glover und ist auf (nichtquadratische) Mehrgroenstrecken anwendbar. Nach kurzer Einfiihrung
und Definition der Aufgabenstellung werden zuerst die wesentlichen Punkte der McFarlane &
Glover Prozedur zusammengefafit. Danach wird das Entwurfsverfahren um die Beriicksichtigung
von StellgrofBenbeschrinkungen erweitert und dessen Anwendbarkeit anhand zweier Beispiele
verdeutlicht. Wir schliefen mit einigen zusammenfassenden Bemerkungen und geben einen
Ausblick auf weitere Arbeiten.

1 Einfiihrung in die Aufgabenstellung

Die herkémmlichen Verfahren zum Entwurf robuster Regler — qualitative Verfahren [4], quasiklas-
sische Verfahren der britischen Schule [5],[8] oder Entwiirfe basierend auf der H.o-Kontrolltheorie
[2] — lassen eine Beriicksichtigung von (harten) Stellgréfenbeschrinkungen in den seltensten Fillen
direkt zu. Die Forderung nach der Einhaltung solcher Beschrinkungen taucht jedoch (auch in der
Literatur iiber robuste Regelungen) immer wieder auf. Sie wird durch Verwendung von anti-windup
Konzepten [2] oder nachtrigliches Uberpriifen in der Simulation [6] gelost. Beide Losungswege
erscheinen unbefriedigend, da im ersten Fall die Uberlegungen zur Robustheit des Regelkreises
hinfillig werden und im zweiten Fall die Einhaltung der Beschrinkung keineswegs in allen Be-
triebssituationen gewéhrleistet ist.

Eine direkte Berticksichtigung der Beschrankungen wird in [3] vorgestellt. Die Stellgroflenbeschrén-
kung wird als weitere Nebenbedingung zum H.-Problem hinzugefiigt und dieses dann geldst. Eine
weitere Moglichkeit wird in [11] angegeben: Stellgréfenbeschrinkungen werden in Form von Linea-
ren Matrixungleichungen (LMI) in ein H-Entwurfsverfahren eingebettet.

In allen bislang angedeuteten Verfahren mufl notwendigerweise die Referenzgrofie betragsmiiBig
beschrinkt werden, um das Problem zu lésen. Vergangene Arbeiten zeigten jedoch, dafl eine be-
tragsmafBige Beschrinkung von Referenzgrofie und deren erster zeitlicher Ableitung eine erheblich
bessere StellgroBenauslastung mit sich bringen [9]. Wir geben daher die folgende
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Abbildung 1: Standardregelkreis mit unsicherer und eingangsbeschrinkter Strecke Ga

Definition der Aufgabenstellung:

Gegeben sei der aus linearen und zeitinvarianten Komponenten bestehende Standardregelkreis aus
Abbildung 1. Als Referenzgrofien fiir diesen Regelkreis lassen wir diejenigen 7(¢) zu, die die folgen-
den Bedingungen erfiillen:

r(t) =0 fiir ¢ <0

<
|’"Et): 22 } fir ¢>0

Diese Definition entspricht der von Reichel [9]; wir werden sie im dritten Abschnitt auf Mehr-
groflensysteme ausdehnen.

Stellen wir nun die Forderungen fiir den geschlossenen Regelkreis auf. Es handelt sich um die typi-
schen Forderungen zum Entwurf robuster Regler, erweitert um die Forderung nach der Einhaltung
der StellgréBenbeschrinkung:

1. (interne) Stabilitéit des geschlossenen Kreises.

2. Fahigkeit zur Unterdriickung von Stor - und Mefirauschen und gutes Fiithrungsverhalten (im
folgenden auch kurz als quantitative Eigenschaften des Regelkreises bezeichnet).

3. Robustheit: Konservierung der beiden ersten Eigenschaften fiir den Kreis mit gestorter
Strecke Ga.

4. Einhaltung der StellgréBenbeschrinkung |u(t)| < u! fiir alle ¢ > 0.

max

Den Begriff der gestorten Strecke werden wir im zweiten Abschnitt prézisieren; die Forderung nach
Einhaltung der Stellgréflenbeschrinkung werden wir im dritten Abschnitt auf den Mehrgréenfall
ausdehnen.

2 Die H, Loop shaping Prozedur nach McFarlane & Glover

Im néchsten Abschnitt wird eine Entwurfsprozedur aufbauend auf der Loop-shaping Prozedur nach
McFarlane & Glover [6] formuliert. Daher kommen wir nicht umhin, die Originalprozedur zu
formulieren. Die wesentlichen Schritte, die zur McFarlane & Glover-Prozedur fithren, werden daher
kurz genannt, danach wird die Prozedur als Algortihmus formuliert. Alle Aussagen (ebenso die
Beweise dazu) sind [6] zu entnehmen. Zunichst kldren wir einige Schreibweisen und definieren die
Ubertragungsmatrizen, mit denen wir arbeiten werden.
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2.1 Generelle Voraussetzungen und Abkiirzungen Alle Systeme sind linear und zeitinvariant.
Ein kontinuierliches Zustandsmodell der Form

z(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t)

—~

A|B ,
wird mit (4, B,C, D) oder lﬁ’f] abgekiirzt. Die zugehorige Ubertragungsmatrix
G(s) = C(sI—A)™'B+D

wird durch G(s) = (A, B, C, D) oder G(s) = [ é, g ] abgekiirzt. Die Menge aller realisierbaren
und reell-rationalen Ubertragungsmatrizen kiirzen wir mit R ab.

2.2 Definition (co-Norm) Die Menge aller realisierbaren Ubertragungsmatrizen G (s) ohne Pole
auf der imagindren Achse bezeichnen wir mit RLy,. Fiir alle G € RL, ist die Lo,-Norm definiert
als

|Gl = SEPE(G(W))a

wobei 7 (-) der grofite Singulirwert ist.
Die Untermenge all derjenigen Ubertragungsmatrizen aus R L, die keine Pole in Re(s) > 0 haben,
bezeichnen wir mit RH  oder kurz mit H,. Die oben definierte Norm bezeichnen wir in diesem
Falle als die Hoo-Norm von G € RH -

Wenden wir uns nun der Darstellung der Regelstrecke zu. Die nominale Strecke stellen wir in der
normalisierten linkskoprimen Faktorisierung dar:

G=M"'N, (1)

wobei (N, M) die normalisierten linkskoprimen Faktoren der Strecke sind. Diese Darstellungsweise
hat fiir uns den Vorteil, dal die koprimen Faktoren per definitionem aus RH o, also insbesondere
stabil sind. Konsequenterweise modellieren wir die unsichere Strecke Ga durch fehlerbehaftete
koprime Faktoren der Nominalstrecke:

Ga= (M +Ay) '(N +Ay) (2)

Abbildung 2 verdeutlicht diese Darstellungsweise:
Als nichstes wollen wir kliren, welche Stérungen [Ay, Aps] der koprimen Faktoren wir als zuléssig
betrachten:

2.3 Definition (zuliissige Stérung) Fiir € > 0 gegeben heifit eine Stérung A = [Ayx, Aps] der
Ubertragungsmatrix aus Gleichung (1) (e-) zuldssig, falls ||Al|ooc < € gilt. Die Menge aller (e-)
zuléissigen Stoérungen kiirzen wir mit D, ab:

Dei={A: A € RHooi ||Alloo < €} (3)

Nun koénnen wir uns der zentralen Frage zuwenden, wann der geschlossene Regelkreis (aus Abbil-
dung 2) mit unsicherer Strecke (intern) stabil ist.
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Abbildung 2: Verwendung fehlerbehafteter koprimer Faktoren

2.4 Theorem (Robuste Stabilitit) K stabilisiert Gao = (M + Aps) (N + Ay) (im Regelkreis
von Abbildung 2) fiir alle Stérungen A = [An, Aps] € D, der Strecke genau dann, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind:

1. K stabilisiert G

2. es gilt:
K(I-GK) ‘M1
I GK) ‘M1

H <1/ @)

e aus Gleichung (4) heifit Stabilititsreserve. Nach dem Small Gain Theorem gilt € < 1.

Ausgehend von Theorem 2.4 ist klar, das wir denjenigen Regler K suchen, der die maximale Sta-
bilititsreserve €(= €max) produziert, sodal Gleichung (4) erfiillt ist, das heifit wir suchen:

-1
Cmax = <st;%fK m) ©)

Das néichste Theorem zeigt, dafl sich die maximale Stabilitdtsreserve explizit angeben 148t:

K g
lI ](I—GK) M1

2.5 Theorem Die maximale Stabilitdtsreserve in Gleichung (5) ist gegeben durch:

€max = 1_||[N5M]||%1 (6)
(wobei || - ||z die Hankel-Norm ist).

2.6 Definition Den zur maximalen Stabilititsreserve €y, gehorigen Regler bezeichnen wir als
optimalen Regler. Regler, die ein € < emax erzeugen nennen wir suboptimale Regler. Fiir einen
Regler mit Stabilitéitsreserve e definieren wir den Performance Faktor f durch f := e€max/e (> 1).
Offensichtlich hat der optimale Regler den Performance Faktor f = 1.

2.7 Bemerkung (Reglerordnung) Sein die Ordnung der Strecke G. Suboptimale Regler haben
eine Ordnung < n, optimale Regler eine Ordnung <n —k (k > 1)

Die bisherigen Ergebnisse befdhigen uns zum Entwurf eines robust stabilen Regelkreises. Die gefor-
derten quantitativen Eigenschaften werden wir mit Hilfe der open-loop-shaping Technik einbringen.
Wie in Abbildung 3 angedeutet, verwenden wir die Gewichte W7 und W5 um den offenen Kreis
nach unseren Wiinschen zu formen. Da wir aber mit den Gewichten nicht den offenen Kreis GK
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Abbildung 3: Loop-shaping in drei Schritten

bearbeiten, sondern nur die Strecke G zu WoGW; (der Regler wird erst nach der Wahl der Gewichte
berechnet) stellt sich die abschlieBende Frage: War die Wahl der Gewichte erfolgreich, sodaf} sich
die Singulidrwerte von “verbogener* Strecke WoGW; und resultierendem offenem Kreis GW1 KWs
dhneln? In diesem Fall konnten wir auf gute Robustheitseigenschaften des Regelkreises schlieflen.

Im allgemeinen schauen wir uns dazu die Singulirwerte der beiden Ubertragungsfunktionen an, im
speziellen Fall der NLCF-Prozedur gibt die berechnete Stabilitdtsreserve e Aufschlufl iiber Erfolg
oder Miflerfolg bei der Wahl der Gewichte:

2.8 Bemerkung Eine “kleine“ Stabilitéitsreserve e bedeutet, daf die durch die Wahl der Gewichte
gestellten Anforderungen unvereinbar sind, eine “grofie“ Stabilitéitsreserve ¢ — 1 deutet auf gute
Robustheiteigenschaften des Regelkreises hin. In der Praxis ist ein Wert von € > 0.3 akzeptabel.

Abschlielend formulieren wir die Entwurfsprozedur entsprechend Abbildung 3:

Wahl eines Performance Faktors f und der Gewichtsmatrizen Wi und Wo.
Berechnung des H.o-Reglers.
Berechnung des endgiiltigen Reglers inklusive der Gewichte W;.

I N

Falls die Stabilitdtsreserve e grof§ genug ist, ist der Entwurf (hinsichtlich der Ro-
bustheit) gelungen. Falls nicht, zuriick zu Schritt 1.

Prozedur 1: Loop-shaping nach McFarlane & Glover
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3 Beriicksichtigung von Stellgréflenbeschrinkungen

Die im letzten Abschnitt vorgestellte Prozedur soll nun auf den Fall von eingangsbeschrinkten
Regelstrecken ausgeweitet werden. Im Eingroflenfall bedeutet diese Forderung, daf} fiir die in der
Einfithrung genannten Referenzgréfien r(t) die Stellgrofie u(t) eine vorgegebene Schranke dem Be-
trage nach nicht iiberschreiten darf, wie in Abbildung 1 angedeutet:

< soll
ma |u(t)] < i, (7)

Bevor wir die Prozedur endgiiltig formulieren, wollen wir jedoch, wie in der Einfithrung angekiindigt,
die Begriffe “zuléssige Referenzgrofie und “maximale Stellgréfie auf den MehrgréBenfall ausdeh-
nen.

3.1 Definition Seien z = [zy,...,z,]T € R" und X = [X1,..., X,]7 € R". Falls z; < X; fiir alle
1 =1,...,n gilt, schreiben wir dafiir kurz x <. X. Analog verwenden wir >., <. und >..

3.2 Definition (zuldssige Referenzgrofie) Seien 0 <, R,R € R". Dann heift eine Referenz-
groBe r: t € R — r(t) € R™ (R, R)-zuléssig, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. r(t) =0 fur alle t <0,
2. |r(t)| <. R fiir alle ¢ > 0 und
3. |#(t)| <. R fiir alle t >0
Die Menge aller (R, R)-zulissigen Referenzgrofien wird im folgenden mit A(R, R) bezeichnet.

3.3 Definition (maximale Stellgrofie) Gegeben sei ein intern stabiler Regelkreis wie in Abbil-
dung 1. Dann heiBt umayx = [maxssg |ur(t)], - .., maxsso |un(t)[]? die maximale StellgroBe.

Wir fassen die Kernaussagen aus der Arbeit von Reichel [9] wie folgt zusammen:

3.4 Algorithmus (Balkenverfahren nach Reichel) Gegeben sei ein lineares und zeitinvariantes
Eingrofilensystem mit Eingangsgrofie z(t) und Ausgangsgrofe y(¢). Der Eingang sei eine (X, X)-
zulédssige Referenzgrofe.

(a) Der Algorithmus aus [9] (Balkenverfahren) ermittelt den maximalen Ausgang des Systems:
Ymax ‘= MaAXt>( |y(t)|

(b) Eine (X, X )-zuldssige Eingangsgrofie existiert, sodafl ymax angenommen wird.

3.5 Bemerkung Im Eingréfenfall kann Algorithmus 3.4 dazu benutzt werden, um die maximale
StellgroBe umax aus Definition 3.3 zu ermitteln, wenn die Referenzgrofe r(t) (R, R)-zuléssig ist.

3.1 Entwurfsverfahren — Eingréflenfall

Fiir eine EingroBenregelstrecke G seien die Beschrinkungen R, R > 0 fiir die Referenzgréfie und die
StellgroBenbeschrinkung u! > 0 gegeben. Nach der letzten Bemerkung kénnen wir mit Algorith-

mus 3.4 die maximale StellgroBe umax ermitteln. Wir formulieren daher folgende Erweiterung von
Prozedur 1, mit der sich der gewiinschte Regler entwerfen 148t (siehe Abbildung 3):
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1. Wahl des Performance Faktors f und des Gewichtes W (W7 und W5 kénnen im
Eingrofienfall zum einem einzigen Gewicht W zusammengefasst werden).

Berechnung des H,o-Reglers.
Berechnung der endgiiltigen Reglers inklusive Gewicht W'.

Bestimmung der maximalen Stellgrofle ©max-

Tt W N

Entscheidung, ob alle Entwurfsforderungen erfiillt sind:
e gute Robustheitseigenschaften, d.h. € “grofl genug“?
e ausreichende Unterdriickung von Stér- und Mefirauschen?
e Einhaltung der StellgréBenbeschrinkung: umax < ul ?

Falls ein oder mehrere Punkte nicht erfiillt sind, zuriick zu Schritt 1.

Prozedur 2: Loop shaping fiir eingangsbeschrinkte Eingrofiensysteme

Ublicherweise sind im fiinften Schritt nicht sofort alle Forderungen erfiillt. Detailliertere Infor-
mationen erhalten wir mit Blick auf die Bodediagramme bzw. den Verlauf der Singuldrwerte (im
Mehrgrofienfall) der folgenden Ubertragungsfunktionen:

e Strecke G und gewichtete Strecke GW. Ein Vergleich dieser beiden Verliufe gibt an, in
welchem Frequenzbereich die Gewichtung stattfindet.

e Erreichter offener Kreis GK (wobei der Regler K bereits das Gewicht W beinhaltet). Ein
Vergleich zwischen GW und GK gibt detailliertere Informationen iiber die erfolgreiche Ge-
wichtung der Strecke, als der blofle Blick auf die Stabilitdtsreserve e.

e Empfindlichkeit (1-GK) !, komplementire Empfindlichkeit GK (1—GK) ! zur Beurteilung
der Stérunterdriickung.

Uberlegungen zur Wahl der Gewichte bei nicht eingehaltener StellgréBenbeschrinkung werden in
Abschnitt 3.3 angestellt.

3.2 Erweiterung auf den Mehrgrofienfall

Prozedur 2 arbeitet nur im Falle von EingréBensystemen, da Algorithmus 3.4 (der in Schritt 4
benutzt wird) nur fiir skalare Ubertragungsfunktionen Ty, (s) = (1 — KG)™'K arbeitet. Wir l6sen
uns nun von dieser Beschrinkung und zeigen, dafl auch im Mehrgriéflenfall eine Berechnug der
maximalen Stellgréfle umax mit Hilfe des Balkenverfahrens méglich ist. Das geschieht in zwei
Schritten:

Schritt 1 (nur eine Stellgrofie): .
Zuerst betrachen wir einen Regelkreis mit n Referenzgrofen r(t) = [ri(t),...,m(t)]7 € A(R, R)
und einer skalaren Stellgrofie u(t).

Sei Try(s) = [Tru1(8),- - s Trun(s)] die Ubertragungsfunktion von r nach u. Dann ist u(s) gegeben
durch

w(8) = Try,1(8) - 71(8) + ... + Trupn(s) - rn(s) (8)
Wir kiirzen wie folgt ab: @;(s) = Tyyi(s) - i(s) und betrachten nun die maximale Stellgrofle wmax.
Mit Algorithmus 3.4 berechnen wir die folgenden Werte @imayx,; = max;>q |%;(t)|. Dann ist aber die
maximale StellgroBe umax = max;>o |u(t)| gegeben durch

n
Umax = Zﬂ'max,i- (9)
i=1
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In diesem Falle beschrénkt sich die Ermittelung von umax auf die einfache Addition der Zwischen-
werte Umax ;- Ds folgt sofort aus 3.4, dafl umax fiir eine spezielle Referenzgréfe r(t) € A(R, R) auch
angenommen wird (r(t) ist ein Vektor, 3.4(b) kann komponentenweise angewandt werden).

Schritt 2 (allgemeiner Mehrgroéfienfall):

Wir betrachten nun einen Regelkreis mit n ReferenzgréBen r(t) = [r1(t), ..., (t)]T € A(R, R) und
m StellgroBen u(t) = [u1(t),...,umn(t)]7. Im Falle einer vektoriellen Stellgréfe war die maximale
Stellgrofle definiert als

Umax = ['Ufmax,la <. aumax,m]T (10)

(siehe Definition 3.3). Offensichtlich kénnen die einzelnen Komponenten #max; von Umax wie in
Schritt 1 berechnet werden — in der Notation von Gleichung (9) mit umax,; anstatt wmax.

Wir formulieren das gewonnenen Ergebnis formal als:

3.6 Algorithmus (Erweiterung des Balkenverfahrens nach Reichel) Gegeben sei ein linearer
und zeitinvarianter Mehrgrofenregelkreis mit (R, R)-zulissiger Referenzgrofie r(t) und Stellgrofie

u(t).
(a) Die maximale Stellgrofie umax kann mit den Gleichungen (9,10) ermittelt werden.

(b) Fiir jede Komponente u;(t) der StellgroBe u(t) existiert eine (R, R)-zulissige Referenzgrife,
sodafl umax,; auch angenommen wird.

3.7 Bemerkung Algorithmus 3.6 kann ebenfalls fiir beliebige Ubertragungsmatrizen mit (X, X )-
zuldssigem Eingang z(t) und Ausgang y(t) formuliert werden.

Wir formulieren nun die Entwurfsprozedur fiir den Mehrgrofenfall:
Gegeben eine Mehrgroflenregelstrecke G, die Beschrdnkungen R, R > 0 fiir die Referenzgréfie und
die StellgréBenbeschrinkung ! >. 0 ( R, R und u*" sind nun Vektoren). Algorithmus 3.6

versetzt uns in die Lage, die maximale Stellgrofie umax zu berechnen (ebenfalls ein Vektor). Die
Entwurfsprozedur lautet nun:

Wahl des Performance Faktors f und der Gewichte W, und Ws.
Berechnung des Ho-Reglers.
Berechnung der endgiiltigen Reglers inklusive Gewichte W;.

Bestimmung der maximalen Stellgroe umax-

T W W N =

Entscheidung, ob alle Entwurfsforderungen erfiillt sind:

e gute Robustheitseigenschaften, d.h. € “grofl genug“?

e ausreichende Unterdriickung von Stér- und Mefirauschen?
soll 9

max *

e Einhaltung der Stellgrofienbeschrinkung: umax <. u

Falls mindestens ein Punkt nicht erfiillt ist, zuriick zum ersten Schritt.

Prozedur 3: Loop shaping fiir eingangsbeschrinkte Mehrgréfensysteme
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3.3 Wahl der Gewichte

Beim Loop-shaping werden im allgemeinen keine Empfehlungen gegeben, wie die Gewichte zu
wahlen sind, um beispielsweise eine gewisse Stabilitdtsreserve e zu erreichen.

Im Falle einer nicht eingehalteten StellgréBenbeschrinkung stellt sich der Sachverhalt freundlicher
dar: die maximale Stellgrofie kann durch Manipulation der Singulidrwerte der Zeilen von T, (s)
beeinflufit werden.

Bei den nachfolgenden Uberlegungen betrachten wir vom MehrgroBenregelkreis nur die Ubertra-
gungsfunktion von Referenzgréfie r zu Stellgrofie u, die wir der Einfachheit halber bis zum Ende
dieses Abschnitts P(s) statt T;,(s) nennen:

u(s) = P(s)-r(s) oder
u(t) = p(t)xr(t)

wobei “x“ die Faltung und p(t) die entsprechende Gewichtsfunktion ist. Wir definieren nun die
folgenden Normen:

e die co-Norm einer skalaren Zeitfunktion u(t):

||u]|oo := sup |u(t)]
>0

e die co-Norm einer vektoriellen Zeitfunktion r(¢):
[I7[lo0 == max|[ri()|]oo
e die nukleare Norm einer Ubertragungsfunktion:
n
|1Pl|y =D _ supa; (P(iw))
j=1 ¢
wobei o1 > 09 > ...0, > 0 die kanonisch geordneten Singulidrwerte sind.

e die Einsnorm der Gewichtsfunktion:
o0
ol == [ ip(o)lar

Wir halten fest, dafl nach Definition 3.3 die maximale StellgréBe im skalaren Fall die oco-Norm
der Stellgréfle ist und im Mehrgrofienfall komponentenweise aus solchen co-Normen besteht. Wir
beschrénken uns daher im folgenden auf den Fall von einer Stellgréfle und n Referenzgrofen. Fiir
die co-Norm gilt folgende Abschitzung [12]:

ulloo < [Pl]1]7]]oo- (11)

Die Einsnorm der Gewichtsfunktion beeinflufit also unsere maximale Stellgréfle. Wir suchen jetzt
einen Zusammenhang zwischen der Ho,-Norm von P(s) oder deren Singulidrwerten und der Eins-
norm der Gewichtsfunktion p(t).

Nach [1] gilt im Falle einer stabilen' und echtrationalen Ubertragungsfunktion P(s):

!Stabilitst ist fiir uns wegen der internen Stabilitit des Regelkreises keine Einschrinkung.
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2-||Pllx = lplls = [1P]oo- (12)
Insgesamt ergeben die Gleichungen (11) und (12) dann die folgende Situation:

tmax = [[tfloo <Ipll1 - [Irloo < 2-||P[[n - [I7[loo (13)

Ist nach einem Reglerentwurf nun die maximale StellgroBe zu hoch, kann durch Absenken der
nuklearen Norm der Ubertragungsfunktion: || P||y die obere Schranke fiir umay verringert werden.
Da P(s) ein Zeilenvektor (bestehend aus mehreren skalaren Ubertragungsfunktionen) ist, gibt es
nur einen einzigen Singuldrwert und die nukleare Norm fillt mit der Ho-Norm zusammen.
Haben wir den Verlauf des (frequenzabhingigen) Singulidrwertes von P(s) nun gegeben, reicht es
aus, diesen im (Frequenz-)Bereich um das jeweilige Maximum abzusenken, um die H-Norm und
damit die nukleare Norm insgesamt zu verkleinern.

Die beiden Beispiele im néichsten Abschnitt zeigen nun die Arbeitsweise der vorgestellten Prozedur.

4 Beispiele

4.1 Eingroflenfall — ein akademisches Beispiel

Das erste unserer Beispiele untersucht die stabile und nicht-minimalphasige Strecke G(s) = S(SS;EQ)
(siehe auch McFarlane & Glover [6] oder Horowitz2). Wir benutzen unseren Standardregelkreis

(aus Abbildung 1) und geben folgende Beschrinkungen fiir die Referenzgrofie r(t) vor:

r(t)| <7 .
()] < 2 fir ¢t>0 (14)
Ziel ist der Entwurf eines Reglers, der |u(t)| < 1 garantiert, d.h. «*!' = 1. In diesem Abschnitt

max

berechnen wir erst einmal optimale Regler (d.h. Performance Faktor f = 1).

Entwurfsrunde 1: Verwendung von konstanten Gewichten

Zuerst untersuchen wir konstante Gewichte W = const (wie in [6]). Abbildung 4 zeigt die Betrags-
kennlinien bei der Wahl W = 1 (kein Gewicht) und W = 20 (inkompatibles Gewicht).

Als optimale Regler ergeben sich:

W €emax Umax Regler K (s)
1 0.50378 3.8590 (1.715s + 3.303)/(s + 5.663)
20 0.06837 15.937 (291.9s + 457.5)/(s + 333.8)

In beiden Fillen erhalten wir einen Regler erster Ordnung (klar wegen Bemerkung 2.7). €max =
0.06837 im Falle W = 20 zeigt eine unzulissige Wahl des Gewichtes, was auch aus den unter-
schiedlichen Frequenzkennlinien von gewichteter Strecke und offenem Kreis in Abbildung 4 (rechts)
deutlich wird. Unser Ziel um,x < 1 haben wir in beiden Féllen verfehlt.

Wir arbeiten nun mit konstanten Gewichten weiter, senken aber den Verstirkungsfaktor um die
maximale Stellgrofie zu senken (siehe Abschnitt 3.3).

w €max Umax Regler K (5)
0.01 0.70446 0.070524 (0.01007s + 0.02015)/(s + 2.03)
0.0817 0.6860  0.9979 (0.086665s + 0.1732) /(s + 2.249)

*Horowitz, I. Synthesis of Feedback Systems Academic Press 1963
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Abbildung 4: Entwurf fiir W = 1 (links) and W = 20 (rechts)
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Abbildung 5: Entwurf fiir W = 0.01 (links) and W = 0.0817 (rechts)

Der Regler bei Wahl des Gewichtes W = 0.0817 gewihrleistet die geforderte StellgroBenbeschrin-
kung mit umax = 0.9979 < 1 und hat eine gute Stabilitédtsreserve. Der Regler bei Wahl des Gewich-
tes W = 0.01 produziert zwar eine griflere Stabilitdtsreserve, erzeugt jedoch eine viel zu geringe
Stellgrofenauslastung. Vom Aspekt der Stellgréfenbeschrinkung ist der Regler bei Gewichtung
mit W = 0.0817 zufriedenstellend.

Entwurfsrunde 2: Verwendung von frequenzabhingigen Gewichten

Im ersten Schritt wéhlen wir Wi (s) = (0.3217s + 1.852)/(s + 1.864) und erhalten u; max = 3.8531
bzw. €1 max = 0.4877. der optimale Regler hat Ordnung drei: K (s) = (0.575853+5.53452+14.885+
12.12)/(s® + 7.525s% + 22.27s + 21.84).

Der Regelkreis verfehlt klar die Forderung nach der Stellgréfenbeschrinkung. Ein Blick auf den
Betrag von T, in Abbildung 6 (links) zeigt, daB8 dieser im Frequenzbereich um w = 1 zu hoch ist.
Deshalb senken wir die Verstirkung des Gewichtes in diesem Frequenzbereich ab (sieche Abbildung 7,
links):

~0.03841s + 0.002289

B 5+ 0.001

WQ(S)
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Abbildung 6: Entwurf fiir W(s) = Wi(s) (links) und W (s) = Wa(s) (rechts)

Mit diesem Gewicht erhalten wir usmax = 0.9979 und € max = 0.4902, was im Sinne unserer
Stellgrolenbeschrinkung und der robusten Stabilitéit zufriedenstellend ist. Die Betragskennlinien
sind in Abbildung 6 (rechts) dargestellt.
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Abbildung 7: Gewichte W1 (s) und Wa(s) (links); Suboptimaler Entwurf fiir W (s) = Wa(s) (rechts)

Der Vollstindigkeit halber sei der optimale Regler dritter Ordnung genannt:

Kols) = 0.0683s% + 0.1417s2 + 0.01027s + 0.0001235
2T T3 121852 + 0.09815s + 9.597¢ — 05

Entwurfsrunde 3: suboptimaler Regler

Bislang haben wir immer den optimalen Regler berechnet. Betrachten wir nun das Gewicht Ws
und berechnen den suboptimalen Regler (mit Performance Faktor f = 1.1) fiir diesen Fall. Wir
erhalten als Resultat fiir die maximale Stellgrifle umax = 0.9894, also einen kleineren Wert als im
“optimalen“ Fall (siche Abbildung 7, rechts). Dieser Effekt konnte in allen bisherigen Beispielen
beobachtet werden: ein suboptimaler Regler produziert ein “kleineres umax “ als der optimale Regler.
Der Preis fiir die kleinere Stellgrofle ist eine groflere Reglerordnung, in diesem Fall ein suboptimaler
Regler vierter Ordnung:
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0.1628s3 + 0.3377s% + 0.02447s + 0.0002938

Ksu o — .
bopt(5) st +4.44253 + 5.30952 + 0.2365s + 0.0002312

4.2 Mehrgrofienfall: Regelung der vertikalen Dynamik eines Flugzeugs

Nun demonstrieren wir die Anwendung unseres Verfahrens im Mehrgrofienfall am Beispiel einer
Flugregelung, die ebenfalls von McFarlane & Glover [6], Maciejowski [5] und anderen untersucht
wurde. Das Streckenmodell ist gegeben durch:

0 0 1.1320 0 -1 0o 0 0
0 —0.0538 —0.1712 0 0.0705 | —0.1200 1 0
0 0 0 1 0 0o 0 0

Gy 2 | 0 00485 0  —0.8556 —1.0130 | 4.4190 0 —1.6650 (15)
0 —0.2909 0 1.0532  —0.6859 | 1.5750 0 —0.0732
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
00 1 0 0 o 0 0 |

Wir betten die Strecke in unseren Standardregelkreis (Abbildung 1) ein und entwerfen in diesem
Abscnitt durchgehend suboptimale Regler mit Performance Faktor f = 1.1. McFarlane & Glover
fordern in Threm Entwurf neben Robustheit und quantitativen Eigenschaften des Regelkreises die
Einhaltung der folgenden Stellgréfienbeschrinkungen:

lui ()] <40, |u2(t)| <10, |us(t)| <40 (16)
Zur Losung des Problems mit unserem Verfahren beschrinken wir die Fithrungsgréfie durch:
R=[1,1,1]7, R=15,11,13]T. (17)

Einer der McFarlane & Glover Entwiirfe? arbeitet mit einer diagonalen Gewichtung W = diag{wy,
way,ws} der Strecke, wobei

wy = 24-w,
wy = 12w,
wy = 24w,
we = (s+0.4)/s.

Der Ubersichtlichkeit halber beschriinken wir uns ebenfalls auf ein diagonales Gewicht und erhalten
mit dem von McFarlane & Glover gewdhlten Gewicht W eine Stabilitétsreserve von € = 0.3444 und
eine maximale Stellgréfie von

Umax = [32.1605, 10.9964, 59.6279]7 .

Abbildungen 8 und 9 zeigt den Verlauf der Singuldrwerte. Wir stellen fest, dafl die Stellgtflenbe-
schriankung in den letzten beiden Komponenten nicht eingehalten wird!

Abbildung 9 zeigt, dal die Singulirwerte im Bereich der Frequenzen um w = 10 zu hoch sind.
Zur Verbesserung senken wir deshalb die Gewichte oberhalb dieser Frequenzen weiter ab (siehe
Abbildung 10). Im Detail wihlen wir Wy = diag{w1s, wes, wss} mit:

3Entwurf (2), Seite 163 in [6]
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Grofiter und kleinster Singuldrwert der Strecke,

wys = (15.13s 4 11.79)/(s + 0.001)
wys = (6.44s +4.66)/(s + 0.001)
wzs = (14.63s 4 11.39)/(s + 0.001)

Der Entwurf mit dem neuen Gewicht W erzeugt eine Stabilitdtsreserve von ¢ = 0.3205 und die
folgende maximale Stellgrofie:

Umax = [35.2007, 8.5889, 31.4148]T .

Dieser Entwurf erfiillt offensichtlich die geforderte Stellgrofienbeschrinkung. Der Vollstandigkeit
halber sind in den Abbildungen 11 und 12 die maximalen Singulirwerte des Entwurfs zu sehen.
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Abbildung 12: Entwurf mit angepasstem Gewicht: Singulidrwerte fiir die einzelnen Stellgréfien.

5 Abschlielende Bemerkungen

Im Abschnitt 3 wurde ein fiir den Ein- und Mehrgrofenfall giiltiges Verfahren zum Entwurf robuster
und stellgréfBenbeschrinkter Regelkreise vorgestellt, dessen Anwendbarkeit in Abschnitt 4 illustriert
wurde. Trotzdem sind noch einige Fragen in dieser Problematik offen:

5.1 Einfache Struktur der Gewichte Im zweiten Beispiel haben wir uns auf ein “einfaches*
Diagonalgewicht anstelle von zwei vollbesetzten 3 x 3 Gewichten beschrinkt. Diese Strategie ist
wegen einer besseren Ubersicht wihrend der Entwurfsprozedur sehr zu empfehlen — weitere Emp-
fehlungen zur Wahl der Gewichte finden sich in [7] und [8].

In Abschnitt 4.1 (erstes Beispiel) bemerkten wir, daf ein suboptimales Regler eine kleinere maxi-
male Stellgréfle produziert als ein optimaler, was unter Umstinden wihrend des Entwurfes fiir uns
wichtig ist. Wir verallgemeinern diese Bemerkung als

5.2 Hypothese Gegeben seien zwei Regler K; resultierend aus Entwiirfen mit Performance Fak-
toren f;. Es gelte fi < fo (K ist “besser” als K3). Gilt dann auch ug max < %1,max?

5.3 Robuste Einhaltung der Stellgréflenbeschrinkung Der Entwurfsprozedur ist unmittel-
bar zu entnehmen, dafl die Einhaltung der Stellgréfenbeschrinkung nur im Fall der Nominalstrecke
gewihrleistet ist. Kann die Prozedur so erweitert werden, daf§ die Stellgré8enbeschrinkung fiir alle
zuldssigen Strecken garantiert ist?
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3.3 Wahl der Gewichte

Beim Loop-shaping werden im allgemeinen keine Empfehlungen gegeben, wie die Gewichte zu
wéhlen sind, um beispielsweise eine gewisse Stabilitidtsreserve e zu erreichen.

Im Falle einer nicht eingehalteten StellgroBenbeschrinkung stellt sich der Sachverhalt freundlicher
dar: die maximale Stellgrofie kann durch Manipulation der Singulidrwerte der Zeilen von T, (s)
beeinflufit werden.

Bei den nachfolgenden Uberlegungen betrachten wir vom

MehrgroBenregelkreis nur die Ubertragungsfunktion von Referenzgrofie r zu StellgroBe u, die wir
der Einfachheit halber bis zum Ende dieses Abschnitts P(s) statt 77, (s) nennen:

u(s) = P(s)-r(s) oder
u(t) = p(t)*r(t)

wobei “x“ die Faltung und p(t) die entsprechende Gewichtsfunktion ist. Wir definieren nun die
folgenden Normen:

e die co-Norm einer skalaren Zeitfunktion u(t):

||uf|oo = sup |u(?)]
>0

e die co-Norm einer vektoriellen Zeitfunktion r(%):

[I7[lo0 == max|[ri()|]oo
e die nukleare Norm einer Ubertragungsfunktion:
k
I1Pllv =)0 (P)
j=1

wobei 01 > g9 > ...0, > 0 die kanonisch geordneten hankelschen Singulirwerte sind.

*Beitrag zum Tagungsband des 10. Steirischen Seminars iiber Regelungstechnik und Prozessautomatisierung.
Leibnitz/Steiermark, 15.-18. September 1997; Errata: 6. Mai 1998
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e die Einsnorm der Gewichtsfunktion:
o0
ol = [ p(oat

Wir halten fest, dafl nach Definition 3.3 die maximale Stellgrée im skalaren Fall die co-Norm
der Stellgréfle ist und im Mehrgroflenfall komponentenweise aus solchen co-Normen besteht. Wir
beschrénken uns daher im folgenden auf den Fall von einer Stellgréfle und n Referenzgrofen. Fiir
die co-Norm gilt folgende Abschitzung [12]:

[lulloo < {lPlI1]I7{lco- (11)

Die Einsnorm der Gewichtsfunktion beeinflufit also unsere maximale Stellgrofie. Wir suchen jetzt
einen Zusammenhang zwischen der H,,-Norm von P(s) oder deren Singuldrwerten und der Eins-
norm der Gewichtsfunktion p(t).

Nach [1] gilt im Falle einer stabilen! und echtrationalen Ubertragungsfunktion P(s):

2-1|Pllx = lplly 2 [|Plloo- (12)
Insgesamt ergeben die Gleichungen (11) und (12) dann die folgende Situation:
tmax = [[t]loo <Ipll1 - [Irloo < 2-||P[[n - [I7[lo (13)

Ist nach einem Reglerentwurf nun die maximale Stellgréfle zu hoch, kann durch Absenken der
nuklearen Norm der Ubertragungsfunktion: ||P||x die obere Schranke fiir umax verringert werden.
Wegen ||P||n < k||P||oc (wobei k der McMillan Grad von P ist) degeneriert Gleichung (13) zu

Umax — ||'Uf||oo < 2k - ||P||OO ' HT“OO

Haben wir den Verlauf des (frequenzabhingigen) Singulidrwertes von P(s) nun gegeben, reicht es
aus, diesen im (Frequenz-)Bereich um das jeweilige Maximum abzusenken, um die H,-Norm und
damit die nukleare Norm insgesamt zu verkleinern.

!Stabilitit ist wegen der internen Stabilitéit des Regelkreises keine Einschrinkung.
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